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Æ^ÇÈÆsÉjÊ�ËRÌ�Í�Î¼Ï�Ê�ÆnÌ�É

Ð H	�'�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�Ò�|WZUXÕ�UXÓEZY\Ô�Ö�H��|Ô�Y\[j�|Ô�Y\Ô×EZÔ�ÓH��ÙØ�EÁÚ�Û
Ú��^Òs�^ÔMÓ�Ó�ÜdÖP�|F(YXÚ�ÓH��;[jY\WZ�|I«L	WZU\Ò�ÝlUlF!��F�UXÔ	Ø'WÁEGÞML�EZØ	F�EGF�ß��^WZW
NdÔ�Yxß$ÔáàZâ\O�ãxäåAçæhÓ~EZF~[jU\Ô�EÁÚ��|F!Ó�|Øè[jYMF�Ó~�|�MEGØ��|ÔlÓsWÁÜéEÁÔÙÓsH��
Ú�Ò��ÞML��^Ô	I^Ü0Ø�EGFÖJ�|ÒsFEÁYlÔêYXÚ�ÓH��;UXÑ	FY\ÒsÖ�ÓEZY\ÔêI«Yd�^ë¼I^EÁ�|ÔMÓ

α(ω)ì ÖP�^ÒRß+U:�\�|WÁ�|Ô�ÝXÓsHJí�UXÔ	Ø;WÁYlÔ�Ý\EÁÓLJØ�EÁÔJUXW�FY\L�ÔJØV�l�^WZYdI^EuÓ�Ü
cl(ω)

A
æ1ÔVÓsH��p[jUXî�Y\ÒsEuÓ�ÜïY\Ú�I^UlF!��F�ÓsH��|F�pÖ	UXÒKUX[j�«Ós�^ÒKF�U\Ò��[j�|U\FL�Òs�|Ø
�«ð>�|I«ÓEZ�\�^WZÜñÑMÜêU\I^Y\L	F!ÓEGI^U\W�[j�«ÓsH�Y�Ø�F(U\Ô	Ø�UXWZWZYxß3YlÔ��òÓsY±Ò�^Û
F�ÓsY\Òs��ÓsH����dEZÑ�ÒKUxÓEZY\ÔJUXWPÒ�|WZUXÕ�UXÓEZY\ÔjÓsEÁ[j��ß$EuÓsH�H�EZÝ\HÃU\I|I«L�ÒKU\I^Ü\A
ó Yxß��^�l�^Ò�O7EuÚCÓH��ï�xUXWZL���FjYXÚ�ÓsH��òEZÔM�l�^ÒKF!�(�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW+Òs�^WGUxÕdÛ
UxÓsEÁYlÔêÓEZ[p�

1/τv
ÓsL�ÒsÔ'Y\L�Ó�ÓYôÑP�VEZÔêÓH	�VHdÜdÖJ�|ÒsUlI«Y\LJF�ÓsEZI|UXW

Ú�Ò��ÞML��^Ô	I^ÜòEÁÔMÓs�^Òs�:U\W
ω ∼ (109 ÷ 1010)

F
−1
O�ÓsH��^Ô;ÓH��jEZÔ	U\I«Û

I«L�ÒKU\I^ÜjYXÚ�ÓsH��CUlI«YlL	F�ÓsEZI|UXWP�«Õ�ÖP�^ÒsEÁ[j�^ÔMÓ+EÁÔJI«Òs�|U\F�|F�Ô�YXÓsEZI^�|U\Ñ�WÁÜlA
æ1ÔñÓH���F!�VI|U\F�|FpÓsH��òL	F�òYXÚ�[jY\WZ�|I«L	WZU\Ò¼WÁEZÝ\HMÓ�FsI^UxÓÓ�|ÒEZÔ�Ýêà õxä
EZF�[jY\Òs�¼Ö�Ò�^Ú��^ÒsÒsU\Ñ�WZ�¼ß�U:Ü;YXÚ�Ø��«Ós�^Òs[jEÁÔ	UXÓEZY\Ô¬Y\Ú+�dEZÑ�ÒKUxÓEZY\ÔJUXW
Ò�|WZUXÕ�UxÓEZY\ÔïÓsEÁ[j�lA Ð H��j�«Õ�EGF�Ós�^Ô	I^��YXÚ��MEZÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�Ò�|WZUXÕ�UxÓEZY\Ô
ß$EÁWZW	UXðP��InÓ�Ö�ÒsY\ÖP�^ÒsWÁÜRÓH���U\Ô�Ý\L�WGUXÒ7Ø��|ÖJ�|Ô	Ø��|Ô	I«�$Y\ÚPH��|EÁÝlHMÓ�UXÔ	Ø
H	UXWÁÚ�Ûhß$EZØdÓsH�YXÚRT~U\Ô	Ø��^WGFHlÓKUX[pÛ1ö�ÒsEZWÁWZY\L�EZÔñÖJ��UXN�F^O$U\Ô	ØñÓH��|Ò�^Û
Ú�Y\Òs��ÓsH��$UXÔ�ÝlL�WZU\Ò�Ø��^ÖP�^Ô	Ø��|Ô	I«��YXÚ	ÓH��$D U\Ô	Ø�U\L�ÛåS�WZUlI«]^�|N�ÒKUxÓsEÁYJA
Ð H���Ø��«ÓKUXEZWÁ��Ø¼EÁÔd�l�|F!ÓEZÝlUxÓsEÁYlÔ¼YXÚ�ÓsH�EGF�Ö�ÒsY\Ñ	WÁ�|[áÚ�YlÒ�ÓsH��CWÁEGÞML�EZØ	F
ß$EuÓsHòÞlLJU\FEÁEGF!Y\ÓÒsY\Ö�EGI�[pYlWÁ��I«L�WZ�|F+ß+U\F�[¼U\Ø��CEZÔïß�YlÒN�FCà ÷xø�ù�äåA
Ð H	��[¼UXEZÔ�Ö�L�ÒsÖPYlF��YXÚ�ÓsH��CÖ�Ò��F!�|ÔMÓ�ß�YlÒNpEGF�ÓsY�UxÓÓÒKU\I«Ó�UxÓÛ

Ó�|ÔlÓsEÁYlÔVÓsYÃÓH��j�«Õ�ÖP�|Ø�EZ�^ÔJI«Ü~Y\Ú�L	F�pYXÚ�ÓsH���D U\Ô	Ø�U\L�ÛåS�WZUlI«]^�|N
ÒsUXÓEZY

r
Ú�YlÒ�ÓsH����^ÕdÖP�^ÒsEZ[p�|ÔMÓsUXW�Ø��^Ó�^Òs[jEÁÔJUxÓEZY\ÔVYXÚ�ÓsH����dEZÑ�ÒKUxÛ

ÓEZY\Ô�Òs�^WGUxÕ�UXÓEZY\ÔpÓEZ[j�
τv
A�æhÓ+EZF�F!H	Yxß$Ô¼EÁÔ�F�|I«ÓEZY\Ô¼ææ7ÓH	UXÓ�ÓsH��

Ø�UxÓKURYlÔ�ÓH	�CFsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�Ý�Y\Ô�F[¼UXWZW>U\Ô�Ý\WZ�|F�UXÒs��ÓsH��C[pYMF�Ó+F!L	EuÓÛ
UXÑ�WZ��Ú�YlÒRÓsH��(WZEGÞlL	EZØ�F�ß$EÁÓH0ÞML	UlF!EZEGF!Y\ÓÒsY\Ö�EGIj[jY\WZ�|I«L	WÁ��F^A Ð H��
Ò�|WZUXÓEZY\Ô¼ÑP�«Ó�ß��^�|Ô

τv
UXÔ	Ø

r
EGF�ÓsH���[jYMF�Ó�FEZ[pÖ	WÁ��EÁÔjÓsH�EZF�I^UlF!�lA

@d�|I«ÓEZY\Ôpæ!ææ EGF7Ø��^�lYXÓ��ØRÓsY�ÓsH���Ø�EGFI^L	FsF!EZY\Ô�YXÚ	ÓsH��$Ø��^ÖP�^ÔJØ��^Ô	I^�
YXÚ�ÓsH���D#UXÔ	Ø	UXL�ÛhS�WGU\I«]|�^NCÒsUXÓEZY�Y\ÔRÓH���Ö	UXÒKUX[j�^Ó�^ÒKF�Ø���FI^ÒEZÑ�EZÔ�Ý
ÓH���Ò�|WZUXÕ�UxÓEZY\ÔjY\ÚPÓsH���[jYlWÁ��I«L�WGUXÒ�U\Ô�EGF!Y\ÓÒsY\ÖdÜ\A Ð H����xUXWZL��|F�YXÚ
ÓH��Ã�dEÁÑ	ÒsUXÓEZY\Ô	U\W�Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔúÓEZ[p�(Ú�Y\Ò¼FL�Ñ	F!ÓEÁÓL�Ós�|ØôÑJ�|Ô�]^�|Ô��
UXÒs��I^UXWGI«L	WZUXÓ�|Ø�A

ÆnÆ^ÇûÆsÍpü�ý%Ì�þ�ý�ÿ$ÿ$ËRÌ�ý�Ï��
æ1Ô�FEÁ[jÖ�WZ�òWZEZÞML�EGØ�FpÓH	�~ÒsUXÓEZY;Y\Ú�ÓsH��~I«�|ÔMÓÒKUXW�I«Yl[jÖJYlÔ��^ÔMÓ

EÁÔMÓs�^Ô	FEuÓ�Ü
Ic

EZÔêÓH��/F!ÖP�|I«ÓÒsL�[ Y\Ú�ÖJYlWZU\ÒEZ]^��ØñFsI^UXÓ!Ós�^ÒsEÁÔ�Ý±ÓY
ÓH��pÓsYXÓsU\W7EÁÔMÓs�^Ô	FEuÓ�ÜVYXÚ�TVUXÔ	Ø��|WZFHMÓsU\[�Û1ö�ÒEZWZWÁYlEÁÔVI^Y\[jÖPY\Ô��|ÔlÓKF
2IMB

EGF�Ø���FI^ÒEZÑJ��Ø�ÑdÜ¼ÓsH����«Õ�Ö�Òs�|FsFEÁYlÔVà õxä

r = r0, r0 = γ − 1, γ =
cp

cV
,

ì â:í

ß$H��|Ò�
cp
U\Ô	Ø

cV
U\Ò��ÓH	�+FÖP�|I«E��JI�H���UxÓ�I^U\Ö	U\I^EuÓsEÁ��F#Y\ÚJFÜdF!Ó�|[

UXÓ7I^Y\Ô	F!ÓsU\ÔMÓ��xU\WÁL���F7YXÚPÖ�Òs�|FsF!L�Òs�$UXÔ	Ø��\YlWÁL	[p�lA Ð H	�$�«Õ�EZF!Ó�|Ô	I«�
Y\Ú�ÓsH��REZÔMÓ�^ÒsÔ	U\W�Ò�|WZUXÕ�UxÓEZY\ÔïÖ�ÒsY�I«��FF$WZ�|UlØ�F+ÓsY�Ø��^�dEGUxÓsEÁYlÔÃY\Ú

rÚ�ÒsY\[
r0
A Ð H���Ø��«ÓsU\EÁWZ�|ØVUXÔ	U\WÁÜ�FEZF$Y\Ú�ÓH�EGF�FEÁÓL	UXÓEZY\Ô~[¼U\Ø��REÁÔ

à ÷:ø��xä#F!H	Yxß���Ø¼ÓHJUxÓ

r − r0 =

{

r0

[

1

γ

(

c2
0

v4τ2
v

+ v2k2

)

− Z

]

+ ∆c2k2−

−

(

v2

c2
0

− 1

)[

c2
0

v4τ2
v

+ c2
0k

2 γ − 1

γ

]}

1

Z
,
ì ã\í

Z =

(

1 −
γ − 1

γ

c2
0

k2

) [

c2
0

v2τ2
v

+ v2k2

]

− ∆c2k2.

ó �^Òs�
τv

EZFCÓsH��j�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔòÓEZ[j�\O
k = |k|

O
k
EGF

ÓsH��òß�U:�l�(�l�|I«ÓY\Ò¼Y\Ú�FsI^UXÓ!Ós�^ÒsEÁÔ�ÝJO
∆c2 = c2

∞
− c2

0

O
c0

UXÔ	Ø
c∞

U\Ò�jÓsH��(FY\L	Ô	Øú�\�|WÁY�I«EÁÓEZ�|F�Y\Ô¬�^ÕMÓsÒ�|[j�^WZÜ;WZYxß×UXÔ	ØúH�EZÝ\H
Ú�Òs�|ÞML��|Ô	I«EZ�|F|O

v
EGF$Ø����	Ô	�|ØÃÑdÜ��«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô��

(vkτv)
2

=
1

2

[

(c∞kτv)
2
− 1 +

√

(1 − c2
∞

k2τ2
v )

2
+ 4c2

0k
2τ2

v

]

.
ì õlí

Ð H�� �xU\WÁL��
ωMB = v(k)k

Ý\EZ�\��FñÓH�� ÖJYMF!EÁÓEZY\Ô5YXÚúÓsH��
T~U\Ô	Ø��|WZFHMÓsUX[pÛ1ö�ÒEZWÁWZY\L	EÁÔ�I«Yl[pÖPY\Ô	�^ÔMÓsF�U\Ô	Ø�I^U\ÔCÑP��[j�|UlF!L	Ò��Ø
ß$EÁÓHïH�EZÝ\HïU\I|I«L�ÒKU\I^Ü\A
æ1Ô±Ö�ÒsEÁÔJI«EZÖ�WÁ�lO�ÓH���Ú�Y\Òs[�L�WGU ì ãlí�UXWZWZYxß�F�ÓY;Ø��«Ós�^Òs[pEZÔ���ÓH��

�xUXWZL��
τv

ÓH�ÒsY\L	Ý\H
r
O
r0
O
c∞

O
c0
O
γ
O�UXÔJØ

k
ÓHJUxÓ�UXÒs��NdÔ�Yxß$Ô�A

ö�L�Ó�ÓH���L	F!EZÔ�Ý�YXÚ�EuÓ+EGF�[�LJIKH�[jY\Òs���«Õ�ÖP�|Ø�EZ�^ÔMÓ�EÁÚ
(c0kτv)

2 �
1
A�æ1ÔÃÓsH�EZF�I^U\F�

r − r0 = c4
0k

4τ4
v

(

γ∆c2

c2
0

) [

1 +
γ∆c2

c2
0

]

,
ì ÷Mí

FYjÓH����xUXWZL��RYXÚ
τv

I|UXÔòÑP�RÚ�YlL�Ô	ØòEZÔò[jY\Òs��Ø�EZÒ��InÓ�ß+U:Ü\A
	7ÕdÛ
Ö�Òs�|FsFEÁÔ�Ý(EÁÔúU\Ø	Ø�EuÓsEÁYlÔ

∆c2/c2
0

EZÔVÓs�^Òs[jFCY\Ú�ÓH	�pÒKUxÓsEÁY(YXÚ�ÓH��
H���UxÓ�I^U\Ö	U\I^EuÓsEÁ��F�à �xä��

∆c2

c2
0

=
γ − 1

γ

ci

cV − ci
,

ß$H��|Ò�
ci
EGF+ÓsH����dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW>Ö	U\Ò!Ó�Y\Ú ÓsH���H��|UXÓ�I^U\Ö	U\I^EuÓ�ÜlOdÓH��

Ú�YlÒ[�L�WZU�Ú�Y\Ò�Ø��«Ó�|Ò[jEZÔ	UxÓsEÁYlÔ�Y\Ú
τv
I^U\Ô�ÑP�+Ö�Ò��F!�|ÔMÓ�|Ø�EZÔ�Ú�YlÒ[�

τv =
1

ωMB

[

r − r0

λ(1 + λ)

]1/4

.
ì�� í



ã

ó �|Ò���
λ = (γ − 1)

ci

cV − ci
= (γ − 1)

ci

cV ∞

.
ì�� í

�	Y\Òs[�L�WGU ì�� í~I|UXÔ ÑP�ôL	F�|ØÙÚ�YlÒVWZEZÞML�EGØ�FVU\Ô	Ø FsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�Ý
UXÔ�ÝlWÁ��F+FUXÓEGF�Ú�ÜdEZÔ�ÝpÓH���EZÔ��|ÞML	U\WÁEÁÓ�Ü

r − r0

λ(1 + λ)
� 1.

ì ù\í

ó �|Ò�RYlÔ�WZÜ
r = r(k)

Ø��|ÖJ�|Ô	Ø�F�Y\ÔïÓsH���FsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�Ý�U\Ô�Ý\WZ��U\Ô	Ø
Ø��|I^Ò��U\FEÁÔ	Ý�ÓsH��¼WZUlF�Ó�YlÔ���I^U\Ô/FsUxÓsEZF!Ú�ÜòÓH	�¼EÁÔ���ÞML	UXWZEuÓ�Ü ì ùXíCEZÔ
[¼UXÔdÜ�I^UlF!��F^A
Ð H	���MEZÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW>Ö	U\Ò!Ó$YXÚ�H���UxÓ�I^U\Ö	U\I^EuÓ�Ü

ci
I^U\Ô(ÑP���|F!ÓEZ[pÛ

UxÓs�|ØRß$EÁÓHjH�EZÝ\HpU\I|I«L�ÒKU\I^ÜCß$EÁÓHpH��|WÁÖpYXÚPS�WZU\Ô	IKNMÛ�	�EÁÔ	F!Ó�|EÁÔ�Ú�Y\ÒÛ
[�L�WGUÃàÁâ��:ä��

ci = R
∑

i

gi

(

~ωi

kT

)2

exp

(

−
~ωi

kT

) [

1 − exp

(

−
~ωi

kT

)]

−2

ì �Mí
ß$H��^Òs�

ωi
EGF(ÓH��

i
ÛåÓH �MEZÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�[pY�Ø��;Ú�Òs�|ÞML��^ÔJI«Ü\O

gi
EGF

ÓH���Ø��^Ý\�|Ô��^ÒKU\I^ÜïYXÚ
i
ÛåÓH;Ú�Ò��ÞML��^Ô	I^Ü\O

~
EGFCÓH��jS�WGUXÔ	IKN�� F�I«YlÔ�Û

F�ÓKUXÔMÓ|O
R
EZF�ÓH	��L�Ô�EZ�\�|ÒsFsUXW ÝlU\F�I«YlÔ	F�ÓKUXÔMÓ|O

T
EZF�ÓH	��UXÑJF!YlWÁL�Ós�

Ó�|[pÖP�^ÒKUxÓsL�Òs�\A Ð H��~�xUXWZL���F�YXÚ��dEZÑ�ÒsUXÓEZY\Ô	U\W�Ô�YlÒ[¼UXW�[pY�Ø���F
Ú�Ò��ÞML��^Ô	I^EÁ��F

ωi
Ú�YlÒ�WZEZÞML�EGØ�F|O�I«Y\ÔJF!EGØ��^Òs�|ØjÑdÜjL	F|O�I^UXÔ¼ÑP��ÓsUXNl�^Ô

Ú�ÒYl[ àZâ\ânähA
æhÚCEÁÔñ�«Õ�ÖP�^ÒsEÁ[j�|ÔlÓKUXW�I^Y\Ô	Ø�EÁÓEZY\ÔJF�ÓsH��ïEÁÔ	�|ÞML	UXWZEÁÓ�Ü±Y\Ö�ÖPYlFEÁÓ�

ÓY ì ù\í7ÓKUXN\��F�Ö	WZUlI«�\OMÓsH����MEZÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXWPÒ�|WZUXÕ�UxÓEZY\ÔjÓsEÁ[j�
τv

I|UXÔ
ÑJ�RØ��«Ó�|Ò[jEZÔ��|ØÃÑdÜ¼ÓsH����«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô

τv =
1

ωMB

√

2
λ

r∞ − r

[

1 −
1

2
λ

(

1 +
1

r∞ + 1

)] ì �Mí

ß$H��^Òs�

r∞ = r0 + λ.
æhÓ�EGF�EZ[jÖJYlÒ!ÓKUXÔMÓ�ÓsY�Ô�Y\Ó�\OPÓsH	UxÓ�Ú�Y\Òs[�L�WGU\F ì�� í�UXÔJØ ì �Mí�UXÒs�
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ß$H��^Òs�
n
EZFCÓsH��jÒ�^Ú�ÒsUlInÓsEÁYlÔVEZÔ	Ø��«Õ�O

ρ
EGFCÓH	�¼[jUlFF�Ø��^Ô	FEuÓ�ÜlO

σEZF�ÓsH��CÓH��|Ò[¼UXWP�«Õ�Ö	U\Ô	FEÁYlÔ(I«Yd�^ë¼I^EÁ�|ÔMÓ|OdEZF���ÞlLJUXWPÓYpL�Ô�EÁÓ�Ü\A�æ1Ô
YXÓsH��^Ò�I|U\F�|F�Y\Ô���[�L	F!Ó$FL�Ñ	F!ÓEÁÓL�Ó�

r′ = r/L
EÁÔ	F!Ó��U\Ø(YXÚ

r
A

Ð H	�;UXÖ	Ö�WÁEGI^UXÓEZY\Ô'Y\Ú�ÓH��;Ú�Y\Òs[�L	WZUlF ì�� í�U\Ô	Ø ì �MíjÚ�YlÒ�ÓsH��
I^UlF!�pYXÚ+F!L�ÑJF�ÓsEuÓsL�Ó��ØVÑP�^Ô�]|ÜdW7EZF�Ø��|[jY\Ô	F!ÓÒKUxÓs�|Ø~ß$EÁÓH/H��|WÁÖ/YXÚ
ÓH�� Ð U\Ñ�WZ��ænAúö���F!EGØ���F�ÓH	��Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔúÓEZ[p�lO�ÓH��Ã�xUXWZL��|F�YXÚ
UXWZW�ÓH��¼LJF!��Ø;ÖJUXÒKUX[j�«Ós�^ÒKF�U\Ò�jEZÔ	Ø�EGI^UxÓs�|Ø�A Ð H	�jI^WÁYMF!�|Ô��|FsFCYXÚ
ÓH����xU\WÁL���F$YXÚ

τv
Y\Ñ�ÓKUXEZÔ��|Ø(ß$EÁÓH~UjH��|WÁÖïYXÚ7D U\Ô	Ø�U\L�ÛåS�WZUlI«]^�|N

ÒsUXÓEZY	OxÓsY�ÓH	UXÓ|OlY\Ñ�ÓKUXEZÔ��|ØpÑdÜRÓsH���U\I^Y\L	F!ÓEGI�[j�«ÓH	YdØ	F^O\Ó�|F!ÓE��	��F
ÓH����^ðP��InÓsEÁ�l�^Ô���FF+Y\Ú ÓH	��Ö�ÒYlÖJYMF!��Ø�[j�^ÓH�Y�Ø�A
Ð H	��Ú�YlÒ[�L�WGU\F ì ã\í«O ì�� í�UXÔ	Ø ì �lí�Ú�YlÒ�Ø��«Ós�^Òs[pEZÔ	UXÓEZY\Ô�Y\Ú ÓsH��

�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�Ò�|WZUXÕ�UXÓEZY\Ô/ÓEZ[j�(U\Ò��I^Y\ÒsÒ��InÓ�YlÔ�WÁÜ/EZÔúÓH��ÃI^U\F�
ß$H��^ÔVY\Ô���I|UXÔ~Ô	�^Ý\WZ�|I«Ó�ÓH	��EZÔ��	L��|Ô	I«��YXÚ7ÓH	��[jY\WZ�|I^L�WZU\Ò�U\Ô�Û
EZFYXÓsÒYlÖdÜ/YlÔ¬ÓH	�Ã�|�\YlWÁL�ÓsEÁYlÔ±YXÚ�Ø��^ÔJF!EÁÓ�Ü��	L	I«ÓL	UXÓEZY\Ô	F|A Ð H�EGF
I«YlÔ	Ø�EÁÓEZY\Ô�Ø�Yd�|F�Ô�YXÓ�ÓsUXNl�$Ö�WGU\I«��Ú�Y\Ò�ÓsH���[¼Uxî�YlÒEÁÓ�Ü�Y\Ú>ÓH���[pY\Û
WÁ��I«L�WGUXÒ�WÁEGÞML�EZØ	F^A Ð H���WZEGÞlL	EZØ�F|OMWÁEGF�Ós�|ØjEZÔ Ð U\Ñ�WZ��ænOMU\WZFY�Òs�|ÞML�EZÒ�
[jY\Òs��I^Y\ÒsÒ��InÓ$I«YlÔ	F!EGØ��|ÒsUXÓEZY\Ô�A

� ³M®l´h¢!ª|�l¹K� � � � �  
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cp∞ +103254 ¡�¤|¯ · 6�7.! �/"($ �#&5� ���/ ���/8 �%��� ���% 
cV∞ +�03294 ¡�¤�¯ · 6�7.! �#"%$ "%& )(� )�) "�8 '%�
ci +103294 ¡�¤�¯ · 6�7
! �#"%$ )%� )%" "�� "�� "%'
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ÆnÆnÆ^Ç ý�ÉjÆ/LPÌ�Ê�ËRÌ�ÿ
M%ü�þ�þ�ü$Ï�ÊNL
D��^ÓjLJF¼I«Y\ÔJF!EGØ��^ÒjÓsH��òF�ÓsÒLJInÓL	Ò�ïYXÚ�ÓH��~D#UXÔ	Ø	UXL�ÛhS�WGU\I«]|�^N

ÒKUxÓsEÁY�Ú�Y\Ò7ÓsH��$[jY\WZ�|I^L�WZU\Ò�WÁEGÞML�EZØ	F7EÁÔjß$H�EGIKH�ÓH���U\Ô�EGF!Y\ÓÒsY\ÖdÜ��«Ú�Û
Ú���InÓsF�Ö�WGU:Ü�UXÔ�EÁ[jÖPY\ÒÓsUXÔMÓ�ÒYlWÁ��ÓYlÝ\�«ÓsH��^Ò�ß$EÁÓHRÓsH��+�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW
Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔ�A ó �^Òs��EÁÓREZFC�l�^ÒsÜò�|FsF!�|ÔlÓsEZU\W�ÓH	UXÓCÓsH��¼UXÔ�EGFYXÓÒsY\ÖdÜ
�^ðP��InÓsF�EÁÔO�	L��^ÔJI«��[jY\Òs��I«YlÔ	FEZØ��|ÒsU\Ñ�WZÜòÓH��(IKH	UXÒKU\I«Ó�^Ò�Y\Ú+ÓH��
FÖJ��InÓsÒsU\W�Ø�EZF!ÓÒsEZÑ�L�ÓEZY\ÔÃÓsH	UXÔÃÓH	��ÓYXÓKUXW�EZÔMÓ�|Ô	F!EÁÓ�Ü�Y\Ú#ÓsH���WÁEZÝ\HMÓ
FsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�ÝJA
æ1ÔòÓH	��Ø�EGFI^L	FsF!��ØòI^U\F��ÓsH���F�«Ó�Y\Ú��xUXÒsEZU\Ñ�WÁ��F

ρ
O
T
O>UXÔ	Ø

v
O

Ø���FI^ÒEZÑ�EZÔ�Ý;ÓH��~F!ÓsUXÓ�ïYXÚ�ÓH��~FÜ�F�Ós�^[ïO�[�L	F�Ó�ÑP�òI«Yl[pÖ	WÁ�^Ó�|Ø
ß$EÁÓH�ÓH��CÓÒKU\I^�^WZ�|FsF7Ós�^Ô	FY\Ò�YXÚ#U\Ô�EGF!Y\ÓÒsY\ÖdÜ

ξik
� ∑3

i=1 ξii = 0
A

Ð H���WZUlF�ÓjI^UXÔ¬ÑP��EGØ��|ÔlÓsEP�J�|Ø�O�Ú�YlÒ��«Õ�U\[pÖ	WÁ�lO�ß$EÁÓH±ÓH��ïØ��^ÔJF�Û
EÁÓ�ÜïYXÚ�[jY\WZ�|I^L�WGUXÒ�EZÔ��|Ò!ÓsEZU�Ó�^ÔJF!YlÒ|AC	7ÕdÓ�|Ô	Ø���Ø~EZÔ;FL	IKHVU�ß+U:Ü
ÓsH���FÜ�F�Ós�^[3YXÚ7HdÜdØ�ÒY�Ø�ÜdÔ	U\[pEGI^U\W��|ÞML	UXÓEZY\Ô	F�H	U\F�U�F�ÓKUXÔ	Ø	UXÒKØ
F!ÓÒsL	InÓsL�Òs� ì F�^��àZâ�ã�O#â�õ:ä�í«A Ð H���Ø��^Ô	FEÁÓEZ�|F�YXÚ�ÓH���Ú�Ò�|�R�^Ô	�^ÒsÝ\Ü
U\Ô	ØòYXÚ�ÓH��pØ�EZFsFEÁÖ	UXÓEZ�\��Ú�L�Ô	InÓsEÁYlÔVEZÔ~ÓsH��pÞML	UlØ�ÒKUxÓEGIRU\Ö�Ö�ÒsY:ÕMÛ
EZ[¼UxÓEZY\ÔïUXÒs���|ÞML	U\W>ÓYQ�

F =
1

2
c2
0δρ

2
1 +

α

2
ξ2
ik +

α1

2
(∇ξik)

2
+ . . . ,

ì â��lí

R =
1

2
ηg2

ik +
1

2
ζ (
Ø�EÁ�

v)2 +
λ

2
ξ̇2
ik − λ1gik ξ̇ik + . . . ,

ì âlâ�í

ß$H��|Ò�
gik = ∇kvi + ∇ivk − 2

3δik
Ø�EÁ�

v
A

Q�Y\Ó�\O�ÓsH	UxÓ#ÓH���EÁÔMÓ�|ÒsUlInÓsEÁYlÔCÑP�«Ó�ß��^�|Ô�[jYdØ��|F#YXÚ�UXÔ�EGFYXÓÒsY\ÖdÜ
Ós�^Ô	FY\Ò U\Ô	ØCÓH	���\�|WÁY�I«EÁÓ�ÜK�J�^WGØ�I^UXÔ�ÑP��Ø���FI^ÒEZÑP�|ØCÑdÜ�EZÔ	I«WZL	Ø�EZÔ�Ý
ÓsH���Òs�|FÖP�|InÓsEÁ�l�CI^Y\ÔMÓÒsEZÑ�L�ÓEZY\ÔJF�EZÔMÓY�ÓH���Ø�EGFFEZÖ	UxÓsEÁ�l��Ú�L�ÔJInÓEZY\Ô
YlÔ�WÁÜlA Ð H���I«Y\ÔMÓsÒEZÑ�L�ÓsEÁYlÔ

λ1gik ξ̇ik
EÁÔMÓY

R
[�L	F�Ó$ÑP��Ô��^ÝMUxÓEZ�\�

ÑP�|I|UXL	F��ÓsH��ïEÁÔMÓs�^ÒKU\InÓsEÁYlÔ±YXÚ�Ø�EÁðP�|Ò�|ÔlÓj[jY�Ø��|FjWZ�|UlØ�FRÓsY/ÓH��
WZWÁYxß��^ÒsEZÔ�Ý+YXÚdÓH����^ÔMÓÒsY\ÖdÜ�Ö	ÒY�Ø�L	I«ÓEZY\Ô�A Ð H���I^Y\Ô	Ø�EÁÓEZY\Ô

R ≥ 0ÝlEÁ�l�|F�ÓH���EZÔ���ÞlLJUXWZEuÓ�Ü¼Ú�YlÒ�Ø�EGFFEÁÖJUxÓEZ�\��I^YM�^ë�I«EZ�^ÔMÓsF%�
ηλ ≥ λ2

1

A
Ð H��RWZEÁÔ	�|UXÒsEZ]^�|ØïFÜ�F�Ós�^[3YXÚ7HdÜdØ�ÒY�Ø�ÜdÔ	U\[pEGI^U\W��|ÞML	UXÓEZY\Ô	F$EGF

Ö�Òs�|F�^ÔMÓs�|Ø�U\Ô	Ø�FY\WZ�\��Ø�EZÔ�ÓsH��SR�Ö�ÖP�^ÔJØ�EuÕ�ATR�F+EuÓ$EGF�Ö	ÒYlÖJYMF!��Ø
EZÔúà ÷xähO�ÓsH����dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW>Ö	U\Ò!Ó$Y\Ú ÓH	�RF!H���UXÒ+�dEZFsI«YMF!EÁÓ�Ü�EGF+Ý\EZ�\�|Ô
ÑdÜ¼ÓsH����|ÞML	UXÓEZY\ÔU�

ηv(ω) =
bv

1 + iωτv
.



õ

Ð H��V�JÔ	UXWÃ�«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô�Ú�YlÒôÓsH��èD UXÔJØ�UXL�ÛhS�WGU\I^]^�^NáÒsUXÓEZY EGF
ÒsUXÓH��|Ò�I«L�[�ÑJ�|ÒsFY\[j�~U\Ô	ØñEÁÔ	I^Y\Ôd�\�|Ô�EZ�^ÔMÓjÚ�Y\Ò�L	FEZÔ�Ý	AéæhÓ�ÑJ�^Û
I«Yl[p��FêÒ�|WZUXÓEZ�\�|WÁÜ×[jY\Òs� F!EZ[jÖ�WZ� Y\Ô�WZÜ EZÔ%ÓsH�� WZEÁ[jEÁÓ I^U\F�
(c0kτv)2 � 1

A ó �|Ò�

r − r0 = γ2β2 + γβ (bv − ba) k2τa +

+γβc2
0k

2
(

τ2
v − τvτa + τ2

a

)

+ 2c2
0k

2τvτaβ,
ì â:ã\í

ß$H��^Òs�

β = bvk
2τv + bak

2τa.

W�Ô��VI|UXÔ��|UlF!EZWZÜ0F�^�òÓsH	UxÓïUxÓ
τa = 0

Ú�YlÒ[�L�WGU ì â:ã\ípÓsL�ÒÔJF
EÁÔMÓsY ì ÷MínA Ð H��p�xUXWZL��jYXÚ

bv/τv
EGF�I«Y\Ô	Ô��|I«Ó�|ØVß$EuÓsHVÓsH��¼H���UxÓ

I^U\Ö	U\I^EuÓsEÁ��F$UxÓ�I«YlÔ	F�ÓKUXÔMÓ$�\YlWÁL�[j��UXÔJØ(Ö	Ò��FFL�Òs�CU\Ô	Ø(ÓH��|EÁÒ��dEÁÛ
Ñ�ÒKUxÓEZY\ÔJUXW>Ö	UXÒÓ

ci
ÑdÜ¼ÓsH����«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô;à �xä��

bv

τv
=

(cp − cv) ci

(cv − ci) cp
c2
0,

ì â�õlí

UXÔ	Ø
c∞

I^U\Ô(ÑP��Ú�Y\L�ÔJØ�Ú�ÒsY\[ ÓH��RI^Y\Ô	Ø�EÁÓEZY\Ô

c2
∞

= c2
0 +

bv

τv
+

4

3

ν − νo

τa
' c2

0

(

1 +
λ

γ

)

+
4

3

ν

τa
,

ì â|÷Mí

ß$H��^Òs�
ν = η/ρ

O
ν0 = η0/ρ

O
η
EZF�ÓH���ÓsYXÓKUXW#FH���UXÒ��dEGFI^YlFEuÓ�ÜlO

η0
EGF�EÁÓsF�F!ÓsUxÓsEZI��:U\WÁL	�\A�æ1ÔjÓH���WÁEZ[jEuÓsEÁÔ	Ý�I^UlF!��YXÚ

(c0kτv)
2
� 1ÓH��ò�xU\WÁL��

ωMB
I^U\ÔñÑP�~FL�Ñ	F!ÓEÁÓL�Ós�|ØñÚ�Y\Ò

c0k
A Ð H��~�xUXWZL��

τa
I^UXÔÃÑP��Y\Ñ�ÓKUXEZÔ��|Ø(Ú�ÒsY\[×ÓsH����«Õ�ÖP�^ÒsEÁ[j�^ÔMÓKF+Y\ÔïØ��^ÖPY\WGUXÒsEÁ]|�|Ø

WÁEZÝ\HMÓRFsI^UxÓÓ�|ÒEZÔ�Ý/àÁâ � ähAXR�FRUÃÒ��F!L	WuÓ�O UXWZW�UXL�Õ�EZWÁEGUXÒsÜò�xUXWZL��|F�EZÔ
ÓH�����ÞML	UxÓsEÁYlÔ�Ú�YlÒ

τv

r − r0 = γ2β2 + γβ

[

λ

γ
ω2

MBτvτa −
4

3
νk2τa

]

+

+γβω2
MB

(

τ2
v − τvτa + τ2

a

)

+ 2ω2
MBτvτaβ,

ì â � í
ß$H��^Òs�

β =
λ

γ
ω2

MBτv +
4

3
νk2τa,

UXÔ	Ø
λ
EZF(Ø��«Ós�^Òs[jEÁÔ���ØêÑdÜ±Ú�Y\Òs[�L	WZU ì�� ínO�I|UXÔêÑP�~[j�|U\FL�Òs�|Ø

�«Õ�ÖP�^ÒsEÁ[j�^ÔMÓKUXWZWÁÜlA�æhÚ�ÓH	��EZÔ��	L��|Ô	I«��YXÚdÓH���UXÔ�EGFYXÓÒsY\ÖdÜ�EZF�F![¼U\WÁWåO
Ú�Y\Òs[�L�WGU ì â � í�EZF$I^Y\Ô	FEGØ��^ÒKUXÑ�WZÜ�FEÁ[jÖ�WZEP�J�|ØY�

τv = τv0 +

[

(2γλ + γ − λ)νk2

3λ(λ + 1)ω2
MBτv0

+
2 + λ − γ

4γ(λ + 1)

]

τa,
ì â � í

ß$H��^Òs�
τv0

EGF$Ý\EZ�\�|Ô(ÑdÜ¼ÓsH����«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô ì�� ínA
æ1Ô�ÓsH��7YXÓsH��^Ò WÁEZ[jEuÓsEÁÔ�Ý�I^U\F� ì

(c0kτv)
2
� 1

íJÓH����«Õ�Ö�Òs�|FsF!EZY\Ô
Ú�Y\Ò

r − r0
ÑP�|I^Y\[j�|FRI^Y\Ô	FEGØ��^ÒKUXÑ�WZÜV[jYlÒ��I^L�[�ÑP�^ÒKF!Yl[j��UXÔ	Ø

EuÓKF��«Õ�Ö�WZEZI^EuÓCÚ�Y\Òs[ ß$EZWÁW�Ô�Y\Ó�ÑJ�jÝ\EZ�\�|Ô�ARæhÓ�EGFCU\WÁß+U:Ü�F�ÖPYlFsFEÁÑ�WZ�
ÓY/FUXÓEGF�Ú�Ü/ÓH	�(EZÔ��|ÞML	U\WÁEÁÓ�Ü

(c0kτv)2 � 1
ÑdÜ¬IKH	UXÔ	Ý\EZÔ�ÝòÓH	�

FI|UxÓÓ�^ÒsEZÔ�ÝpU\Ô�Ý\WZ�\A

ÆAZ�Ç Ï�Ì�É�ÏN[#ÎHLJÆKÌ�É
Ð H	�CLJF!��YXÚ#ÓH��RD#UXÔ	Ø	UXL�ÛhS�WGU\I«]|�^NjÒKUxÓEZYpEZF�ÓsH��RI«YlÔM�l�^Ô�EZ�^ÔMÓ

ß�U:Ü±ÓY¬Ø��«Ós�^Òs[jEÁÔ��ïÓsH��~�dEZÑ�ÒsUXÓEZY\Ô	U\W+Ò�|WZUXÕ�UXÓEZY\Ô0ÓEZ[j�\AV\/�

H	U:�l��Ø��^Ó�|Ò[jEZÔ��|ØVEÁÔVÓH�EGFCß�U:ÜÃÓH	���xUXWZL���F�Y\Ú
τv

Ú�YlÒCFL�Ñ	F!ÓEÁÛ
ÓsL�Ó��ØïÑJ�|Ô�]^�|Ô��\O	Ú�Y\Ò�ß$H�EGIKHÃÓH���U\I«YlL	F!ÓEGI^UXW�Ø	UxÓsU¼U\Ò�RU\Ñ	F�^ÔMÓ|A
Ð H��(Y\Ñ�ÓKUXEZÔ��|Øú�xU\WÁL���FRY\Ú

τv
UXÒs��I«WZYlF�¼ÓsYòÓH��(�xUXWZL���Y\Ú$ÓH��

�dEZÑ�ÒsUXÓEZY\Ô	U\W Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔïÓEZ[j��Ú�YlÒ�ÑP�^Ô�]|�^Ô��lA Ð H��pU\Ý\Òs�^�|[p�|ÔMÓ
Y\Ú�ÓH��CY\Ñ�ÓsUXEZÔ���Ø�Òs�|FL�WuÓKF�ß$EuÓsHÃØ�UXÓsU�Y\Ô(U\Ô�Ý\L	WZU\Ò�Ø��|ÖJ�|Ô	Ø��|Ô	I«�
Y\Ú�T~UXÔJØ��^WGF!HMÓKUX[pÛhö�ÒsEÁWZWZY\L�EZÔôI«Yl[jÖJYlÔ��^ÔMÓsFpH	U\WuÚ�Ûhß$EGØdÓHêI«YlL�WZØ
Ö�ÒsYx�\��ÓH��|EÁÒ7I«YlÒÒs�|I«ÓÔ���FF [jY\Òs��I«YlÔ	F�|I«L�ÓEZ�\�^WZÜ\A Ð H�EZÔ	Ø��|ÖJ�|Ô	ØdÛ
�|ÔlÓï�|F!ÓEZ[¼UxÓsEÁYlÔ'Ú�Y\Ò

τv
I^UXÔ ÑJ�úY\Ñ�ÓsUXEZÔ���Ø'ÑdÜ'F!L	Ñ	F�ÓsEuÓsL�ÓEZY\Ô

τa
Ø��«Ós�^Òs[pEZÔ���ØòÚ�ÒsY\[ Ø�UxÓKU�YlÔVØ��^ÖPY\WGUXÒsEZ]^�|Ø~[pYlWÁ��I«L�WGUXÒ�WÁEZÝ\HMÓ

FsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�Ý$EZÔMÓY ì ã9�lí«A Ð H���[pYlÒ��U\I^I^L�ÒKUxÓ�7EGF�ÓsH���Ø��«Ó�|Ò[jEZÔ��|Ø
U\Ô�Ý\L�WGUXÒ#Ø��^ÖP�^Ô	Ø��^Ô	I^��YXÚ

Γ(k)/k2
O:ÓH���[jY\Òs��U\I|I«L�ÒKUxÓs��ß$EÁWZWMÑJ�

ÓsH���Òs�|FL�WÁÓsF�Y\Ú�I^UXWGI«L	WZUXÓEZY\Ô	F|A Ð H���L	F!��YXÚ�D U\Ô	Ø�U\L�ÛåS�WZUlI«]^�|N�ÒKUxÛ
ÓsEÁY�EGF�Ö�Ò�^Ú��^ÒsÒsU\Ñ�WZ��Ú�ÒsY\[ ÓsH�EGF7ÖJYlEÁÔMÓ7YXÚP�dEÁ�|ß�O\ÑP�|I^U\L	F��YlÔ��$I^U\Ô
I^Y\Ô��	Ô	�$ÓY�ÓsH���[j�|UlF!L	ÒEZÔ�Ý�YXÚ>ÓsH���Ö	U\ÒsU\[j�«Ó�|ÒsF�Y\Ú�F!ÖP�|I«ÓÒKU�Ú�Y\Ò
YlÔ���FsI^UXÓ!Ó�|ÒEZÔ�Ý�U\Ô�Ý\WZ��YlÔ�WZÜ\A�Q�YXÓs��ÓsH	UxÓ�ÓH	���xUXWZL��|F�YXÚ ÓH��C�dEuÛ
Ñ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXWMÒs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔRÓEZ[j�+[p�|ÔMÓEZY\Ô���Ø�EZÔ�ÓsH�� Ð UXÑ�WZ��æ#[¼UxÓsIKH
ÓsH���I^Y\ÒsÒ��F!ÖPY\Ô	Ø�EÁÔ�Ý¼�xU\WÁL���F�Y\Ú�H	UXWÁÚ�Ûåß$EGØdÓsH~YXÚ�T~U\Ô	Ø��|WZFHMÓsUX[pÛ
ö�ÒsEÁWZWÁYlL�EZÔÃI^Y\[jÖJYlÔ��^ÔMÓKF^A

ýG]�]Y^�_a`�bdc
æ1ÔÙUlI^I^Y\ÒKØ�UXÔ	I^�Vß$EÁÓH ì â���OZâ\â:í¼ÓsH��¬F!Ü�F!Ó�^[ YXÚ�WZEZÔ��|U\ÒEZ]^��Ø

��ÞlLJUxÓEZY\ÔJF�Ú�YlÒ+ÓH��RF!ÓsUXÓ���xUXÒsEGUXÑ�WZ�|F�H	UlF�ÓH���Ú�YlÒ[�
∂ρ

∂t
+ ρ0

Ø�EÁ�
v = 0,

ρ0cV
∂T1

∂t
−

cv(γ − 1)

σ

∂ρ1

∂t
− κ∆T1 = 0,

ρ0
∂vα

∂t
= −

c2
0

γ
∇αρ1 −

c2
0σρ0

γ
∇αT1 +

+η∆vα +

(

ζ +
1

3
η

)

∇α
Ø�EZ�

v +
ì âxùXí

+

∫ t

0

ηv(t − t′)∇α
Ø�EZ�

v(t′)dt′ − λ1∇β
∂ξαβ

∂t
,

∂ξαβ

∂t
= −

1

ταξαbeta

+ γ1gαβ.

ó �^Òs�
ρ1
O
T1

UXÒs��ÓsH���Ø����	��InÓEZY\ÔJF Y\Ú�ÓH��+Ø��^ÔJF!EÁÓ�Ü�UXÔ	Ø�ÓsH���Ós�^[pÛ
ÖP�^ÒKUxÓsL�Ò��Ú�ÒsY\[�ÓH	�^EZÒ$�|ÞML�EZWÁEZÑ�ÒsEÁL�[×�xU\WÁL���F^O

cV
EGF�ÓH	��FÖP�|I«E��JI

H���UxÓ$I^U\Ö	U\I^EuÓ�ÜjUxÓ$I«YlÔ	F�ÓKUXÔMÓ��lY\WZL�[j�\O
κ
EZF�ÓH	�CH	�|UxÓ$I«YlÔ	Ø�L	I«Ó!Û

EZ�dEuÓ�ÜRI^YM�^ë�I«EZ�^ÔMÓ|O
η
UXÔ	Ø

ζ
U\Ò��ÓH��$F!ÓsUXÓEGI��xU\WÁL���F�YXÚPFH���UXÒ�UXÔ	Ø

Ñ�L	WÁN¬�dEGFI^YlFEuÓsEÁ��F^O
ηv

EZF�ÓsH��ï�MEZÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW�Ö	UXÒÓjYXÚ�ÓsH��ïF!H���UXÒ
�dEGFI^YlFEuÓ�ÜlO

τα = λ/α
EGF�ÓsH��/U\Ô�EGF!Y\ÓÒsY\ÖdÜ±Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔêÓEZ[p�lO

γ1 = λ/λ1
A Ð YXÓKUXW+F!H	�|UXÒ��dEZFsI«YMF!EÁÓ�Ü;EGFpØ��«Ós�^Òs[pEZÔ���Ø±ÑdÜ/ÓH��

�^ÕdÖ	Ò��FFEÁYlÔ

η = λ1γ1 + η0,

EZÔ�ß$H�EGIKH
η0 � λ1γ1

Ú�YlÒ�ÓsH��C[jUXî�Y\ÒsEuÓ�ÜjY\Ú�[pYlWÁ��I«L�WGUXÒ�WZEZÞML�EGØ�F
ì F�^�¼UXWGF!Y/àZâ|õ:ä�ínAjæhÓREGF��^�dEZØ��^ÔMÓ�ÓH	UXÓCÓsH��¼�|ÞML	UXÓEZY\Ô	F�Ú�YlÒ�ÓH��
H���UxÓ�I«Y\ÔJØ�L	InÓsEÁ�dEÁÓ�ÜÃU\Ô	ØïÓsH���[j��IKH	UXÔ�EGF[%Y\Ú7ÓH��p�dEÁÑ�ÒKUxÓsEÁYlÔ	UXW
Òs�^WGUxÕ�UxÓsEÁYlÔ(Ø�YjÔ�Y\Ó�IKH	UXÔ�Ýl��EÁÔÃÓH	��WÁEZÔ��|U\Ò$UXÖ�Ö�ÒsY:Õ�EÁ[¼UXÓEZY\Ô�A
Ð H���ÒsYdYXÓKFRYXÚ�U;Ø�EGF!ÖP�^ÒKF!EZY\Ô¬��ÞML	UxÓsEÁYlÔ�O7I«Y\ÒsÒs�|FÖJYlÔ	Ø�EZÔ�ÝïÓY

ÓsH��ïHMÜ�Ø�ÒsY�Ø�ÜdÔ	UX[jEGI���ÞML	UxÓsEÁYlÔ	F ì â:ù\ínO�L	ÖôÓsY
DT k/c0 � 1

O
DV k/c0 � 1

UXÒs���|ÞML	U\W>ÓY

s1 = −DT k2,



÷

s2,3 = −
1

2

(

1

τv
+

1

τa

)

[

1 ±

√

1 −
4τvτa

(τv + τa)2
c2
0

v2

]

,

s4,5 = −Γ ± ivk.
ì â%�lí

ó �|Ò�
v = v(k)

FUXÓEGFe�	��F�ÓH�����ÞML	UxÓsEÁYlÔ

−ω2 +c2
0k

2 +
bvk

2ω2τv

1 + ω2τ2
v

+
bak2ω2τa

1 + ω2τ2
a

= 0, ω = vk,
ì â%�Mí

EÁÔôß$H�EZIKH
bv = ρ0ηv(0)

O
ba = 4ν/3

O
ν = λ1γ1/ρ0

EGFRÓsH��
NdEÁÔ��|[¼UxÓEGI�YlÒEZ�^ÔMÓKUxÓEZY\ÔJUXW��dEGFI^YlFEuÓ�ÜlA Ð H��C�xUXWZL���Y\Ú

Γ
EGF�ÝlEÁ�l�^Ô

ÑdÜ¼ÓH����^Õ�Ö�Ò��FFEZY\Ô

Γ(k)

k2
= DV k2 +

(

γ −
c2
0

v2

)

DT k2 +

+
1 − γDT k2τv

1 + v2k2τ2
v

+ τa

[

bv

(

γDT + v2τv

)

k4

1 + v2k2τ2
v

+

+γDT (DV + ba) k4 −
(

v2 − c2
0

)

k2
]

.
ì ã5�lí

D �«Ó LJF�Ö	UlFF>ÓsY+ÓH���Ø��«Ós�^Òs[jEÁÔ	UXÓEZY\Ô�YXÚdÓsH���D U\Ô	Ø�U\L�ÛåS�WZUlI«]^�|N
ÒsUXÓEZY	AU\/�+L	F��ÓH	��Ú�YlWÁWZYxß$EÁÔ	Ý�U\FsFL�[jÖ�ÓEZY\Ô�U\ÑJYlL�Ó ÓsH����^�dEZØ��^ÔMÓ
Ú�Y\Òs[ YXÚ�ÓH	�RØ�EÁ�|WÁ��InÓsÒEGICÖJ�|Ò[j�|U\Ñ�EZWÁEÁÓ�Ü��

δεαβ =

[

(

∂ε

∂ρ

)

T

ρ1 +

(

∂ε

∂T

)

ρ

T1

]

δαβ + Cξαβ .
ì ã�â�í

æ1ÔñUlI^I^Y\ÒKØ�UXÔ	I^��ß$EÁÓH ì ã�â�í�ÓH	�ïFÖP�|InÓsÒL	[ YXÚ�ÓH��ïÖPY\WGUXÒsEÁ]|�|Ø
Ö	UXÒÓ$YXÚ�ÓH��RFsI^UXÓ!Ós�^Òs�|Ø�WZEZÝ\HMÓ�EÁÔMÓs�^Ô	FEuÓ�Ü�EZF+��ÞlLJUXW�ÓsY

IV V (k, ω) ∼

(

∂ε

∂ρ

)2

T

〈ρ1(r, t)ρ1(0, 0)〉ωk
+

+

(

∂ε

∂T

)2

ρ

〈T1(r, t)T1(0, 0)〉ωk
+

+ C2 〈ξzz(r, t)ξzz(0, 0)〉ωk
.

ì ãlã\í

R�F�EZÔêà ÷Xø�ù|ähO�ÓsH��¼I«Y\ÔMÓsÒEZÑ�L�ÓsEÁYlÔ;Y\Ú�ÓH	�jÓ�^[jÖP�^ÒKUxÓsL�Ò�f�	LJInÓL�Û
UxÓsEÁYlÔ	F�EGF�Y\[jEÁÓ!Ó��Ø�A Ð H��CÒ�|WZUXÓEZ�\���xU\WÁL���YXÚ�ÓsH���I«Y\ÔMÓsÒEZÑ�L�ÓsEÁYlÔ�O
Ý\EZ�\�|Ô~ÑdÜ(ÓsH��D�	L	InÓsL	UxÓsEÁYlÔ	FCYXÚ�U\Ô�EZFYXÓsÒYlÖdÜ\O>Ø�Yd�|F�Ô�YXÓ��«Õ�I«�|�|Ø
U¼Ú��|ß ÖJ�|ÒsI^�^ÔMÓsFpàZâ^÷xähAR@dY	O>ß���ß$EZWZW�H	�^WGØ~Y\Ô	WÁÜÃÓH	�G�	ÒKF!Ó�Ó�|Ò[
Ú�L�ÒÓH��|Ò|A Ð UXNl��EZÔMÓY�U\I|I«YlL�ÔMÓ�ÓsH	UxÓ

∫

∞

−∞

〈ρ1(r, t)ρ1(0, 0)〉ωk
dω =

∑

ÖPY\WZ�|F
L(s)

L(s),
ì ãXõMí

ß$H��^Òs�
L(s)

EGF$Ø��«Ós�^Òs[jEÁÔ���ØÃÑMÜ�ÓH�����ÞlLJUxÓEZY\Ô

ρ1(k, s) = L(s)ρ1(k, 0)

U\Ô	Ø�EGF$��ÞlLJUXW>ÓY

L(s) =
ρ3
0cV F (s)

τa(1 + τvs) det M(k, s)
,

F (s) = τvτas4 +
(

τv + τa − τvτabak2
)

s3 +

+

(

1 +
γ − 1

γ
c2
0k

2τvτa + bv − ba

)

s2+

+

(

γ − 1

γ
c2
0k

2(τv + τa) + bvk
2

)

s +
γ − 1

γ
c2
0k

2.\;��Ýl�«Ó$Ú�ÒsY\[�ÓH��R�^Õ�Ö�Ò��FFEZY\Ô	F�Ú�Y\Ò�ÓH���ÒsYdYXÓsF�ÓsH	UxÓ�ÓH���EZÔ�Û
Ós�^Ô	FEuÓ�Ü

Ic
YXÚ�ÓsH��¼I«�|ÔlÓsÒsU\W�I^Y\[jÖPY\Ô��|ÔlÓ�EGFCF!ÓEZÖ�L�WGUxÓs�|Ø;ÑdÜïÓH��

I^Y\ÔMÓÒsEÁÑ	L�ÓEZY\Ô	F�YXÚ�ÓH��RÒsYdYXÓKF
s1
O
s2
OJU\Ô	Ø

s3
Y\Ô�WZÜ\A Ð H��^Òs�«Ú�YlÒ�

ß���Ý\�«Ó+Ú�ÒsY\[ ì ãXõMí/�

Ic ∼

(

∂ε

∂ρ

)2

T

(M1 + M2 + M3),
ì ãx÷Mí

ß$H��|Ò�

M1 =
F (s1)

τvτa

1

(s1 − s2)(s1 − s3)(s1 − s4)(s1 − s5)
,

M2 =
F (s1)

τvτa

1

(s2 − s1)(s2 − s3)(s2 − s4)(s2 − s5)
,

M3 =
F (s1)

τvτa

1

(s3 − s1)(s3 − s2)(s3 − s4)(s3 − s5)
.

Ð H���EÁÔMÓs�^Ý\ÒKUXWlEÁÔMÓs�^Ô	FEuÓ�Ü�Y\Ú�ÓH���T~UXÔ	Ø��^WGF!HMÓsU\[pÛhö�ÒsEÁWZWÁYlL�EZÔRI«Y\[pÛ
ÖPY\Ô��|ÔMÓsF�EGFÃØ��«Ós�^Òs[pEZÔ���Ø�ÑdÜôÓsH��VÒsYdYXÓsF

s4
UXÔJØ

s5
UXÔ	Ø�O�EÁÔ

UlI^I«YlÒsØ	UXÔ	I^��ß$EÁÓH ì ã\õlínO	EuÓ�EGF+�|ÞML	U\W>ÓY

2IMB ∼

(

∂ε

∂ρ

)2

T

1

τvτa(s4 − s5)
×

×

{

F (s4)

(s4 − s1)(s4 − s2)(s4 − s3)
−

−
F (s5)

(s5 − s1)(s5 − s2)(s5 − s3)

}

.
ì ã � í

Ð H����^Õ�Ö�Ò��FFEZY\Ô	F ì ãX÷Mí�UXÔJØ ì ã � í�U\WÁWZYxß LJF�ÓY�Ø��^Ó�^Òs[jEÁÔ	��ÓH��
D#UXÔ	Ø�U\L�ÛhS�WZUlI«]|�^N¼ÒKUxÓEZY

r = Ic/2IMB
A
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